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PHYSIQUE STATISTIQUE DE PHE´NOME`NES COLLECTIFS
EN SCIENCES E´CONOMIQUES ET SOCIALES
Jean-Pierre NADAL1, Mirta B. GORDON2
re´sume´ – L’objet de cet article est de montrer comment la physique statistique peut contribuer
a` la mode´lisation de phe´nome`nes collectifs en sciences e´conomiques et sociales. Le coeur de l’expose´
porte sur le comportement global d’un groupe de grande taille lorsque les de´cisions individuelles sont
influence´es par celles des autres. Nous illustrons notre propos par plusieurs exemples, en partant
de travaux pionniers en sociologie et e´conomie, comme ceux de T. Schelling, dont l’approche de ces
proble`mes a toute la saveur de celle d’un physicien.
mots cle´s – Choix discrets avec externalite´s, E´mergence, Influence sociale, Phe´nome`nes
collectifs, Physique statistique, Schelling.
summary – STATISTICAL PHYSICS OF COLLECTIVE PHENOMENA IN SOCIAL AND
ECONOMIC SCIENCES
This article shows how statistical physics may contribute to the modelling of collective phenomena
in economics and social science. The main topic here is the study of the global (aggregate) behavior
of a large population, when the agents make choices under social influence. We present several
examples, starting from pioneering works in economics and sociology, such as those of T. Schelling
whose approach has all the flavour of physicists’ approaches.
keywords – Collective phenomena, Discrete choices with externalities, Emergence, Social
influence, Schelling, Statistical physics.
1. INTRODUCTION
Cela a-t-il un sens d’e´tablir une analogie entre le comportement d’un mate´riau ma-
gne´tique comme un aimant et celui d’un ensemble d’individus rationnels devant faire
un choix ou prendre une de´cision ? S’il y en a une, elle ne saute pas aux yeux, ou
si on la devine elle semble a priori na¨ıve. Pourtant, vers la fin des anne´es 70, Tho-
mas Schelling, e´conomiste, sociologue et politologue, utilisait des analogies avec les
phe´nome`nes physiques pour mode´liser des faits stylise´s en sciences sociales. Dans
son livre [Schelling, 1978], dont le titre en franc¸ais est La tyrannie des petites de´ci-
sions, il montre comment certains phe´nome`nes, dits de masse critique, peuvent eˆtre
mode´lise´s avec des approches emprunte´es a` la Physique. Ainsi, il montre comment
1Laboratoire de Physique Statistique (UMR 8550 CNRS, ENS, Universite´s Paris 6 et Paris 7),
E´cole Normale Supe´rieure, 24 rue Lhomond 75231 Paris cedex 05, nadal@lps.ens.fr
2Laboratoire Leibniz-IMAG (UMR 5522 CNRS, UJF et INPG), 46 avenue Fe´lix Viallet, 38031
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une population qui ne se conside`re pas comme foncie`rement raciste, mais ou` chaque
individu ne voudrait pas se trouver dans une trop faible minorite´ raciale, e´volue vers
un e´tat de se´gre´gation comple`te. Un autre pionnier, le sociologue Mark Granovet-
ter, s’appuye sur les travaux de Schelling pour discuter des mouvements collectifs
✓ spontane´s ✔, comme la formation d’e´meutes [Granovetter, 1978].
Divers domaines des sciences sociales, en particulier en sociologie et en e´cono-
mie, ont emprunte´ des mode`les de la Physique. Une question qui est pose´e dans
ces domaines est celle de l’e´mergence d’un e´tat collectif de la socie´te´ a` partir de
l’agre´gation de de´cisions individuelles qui, en principe, ne sont pas coordonne´es vo-
lontairement. Ceci va des effets de mode a` l’adoption de normes sociales, ou a` la
formation de marche´s.
Le titre original du livre de´ja` cite´ de Schelling,Micromotives and Macrobehavior,
e´voque ine´vitablement pour un physicien l’expression From microphysics to macro-
physics, qui est aussi le titre d’un livre de cours de me´canique statistique [Balian,
1992] : la me´canique (ou physique) statistique est en effet la discipline qui cherche
a` rendre compte des e´tats et du comportement de la matie`re a` un niveau ✓ macro ✔
(typiquement ceux de la matie`re telle que nous l’observons a` l’e´chelle humaine : par
exemple solide, liquide, gazeuse), a` partir d’un niveau ✓ micro ✔, c’est-a`-dire d’une
description des proprie´te´s e´le´mentaires du tre`s grand nombre de ses constitutants
(de l’ordre de 1023 atomes par gramme). L’objet de cet article est de montrer, en
partant des travaux de Schelling, comment les outils et concepts issus de la me´ca-
nique statistique peuvent eˆtre exploite´s au profit de l’analyse de certaines situations
d’inte´reˆt en sciences e´conomiques et sociales, tout particulie`rement lorsqu’il s’agit
de conside´rer des groupes sociaux de tre`s grande taille.
2. FAITS STYLISE´S
Une grande diversite´ de phe´nome`nes e´conomiques et sociaux de´pendant fortement
des interactions sociales montrent des proprie´te´s similaires, quant a` leurs dynamiques
et e´tats stationnaires ou e´quilibres. Comme cela est bien analyse´ dans Ehrhardt et
al. [2004], qu’il s’agisse, par exemple, de la transformation d’un quartier en ghetto,
du de´veloppement de la criminalite´, de l’implantation d’industries spe´cialise´es dans
une re´gion, de phe´nome`nes de mode, de l’adaptation d’un standard, etc., on observe
les trois faits caracte´ristiques suivants.
– transitions abruptes : le passage d’un e´tat a` un autre se fait souvent de manie`re
tre`s rapide dans le temps (penser a` la de´gradation d’un quartier, a` la rapidite´ de
l’adoption d’un standard) ;
– robustesse : une fois le nouvel e´tat installe´, il se re´ve`le tre`s robuste. Cette forme
d’home´ostasie est parfois de´nome´e ✓ re´silience ✔, du moins pour les situations agre´ables :
capacite´ d’un e´cosyste`me a` se remettre plus ou moins vite d’une perturbation, ou, en
e´conomie, capacite´ intrinse`que des entreprises, des organisations et des communau-
te´s a` retrouver un e´tat d’e´quilibre – soit leur e´tat initial, soit un nouvel e´quilibre –
qui leur permette de fonctionner apre`s un de´sastre ou dans un environnement dyna-
mique et changeant [Collin, 1999]. Mais de telles proprie´te´s de stabilite´ s’observent
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aussi, malheureusement, dans des cas moins sympathiques : stabilite´ des re´seaux
mafieux, permanence des ghettos...
– coexistence d’e´quilibres : malgre´ des conditions e´conomiques et sociales similaires,
des e´quilibres diffe´rents peuvent eˆtre observe´s. C’est par exemple le cas de la de´gra-
dation ou non de quartiers dans une meˆme ville. Robustesse et coexistence sont les
ingre´dients essentiels responsables d’un phe´nome`ne d’hyste´resis, comme on le verra
plus loin.
Ces proprie´te´s e´voquent pour un physicien celles associe´es aux transitions de
phases discontinues, dites ✓ du premier ordre ✔, ou celles d’une bifurcation ✓ saddle-
node ✔ d’un syste`me dynamique : il s’agit de syste`mes tels que, lorsqu’on change
continuˆment un parame`tre en partant d’une valeur pour laquelle il n’existe qu’un e´tat
d’e´quilibre, on atteint une valeur critique a` la quelle apparaˆıt un deuxie`me e´quilibre.
Ces deux e´quilibres coexistent pour toute une gamme de valeurs du parame`tre.
Lequel des deux e´quilibres est re´alise´ en pratique de´pend de l’histoire du syste`me,
et n’est pas pre´visible a priori. On trouvera dans [Ball, 2003] une revue de diverses
situations pour lesquelles une analogie avec la physique semble pertinente.
De tels phe´nome`nes se produisent de manie`re ge´ne´rique dans le cas de syste`mes
d’agents he´te´roge`nes en interaction. Nous allons nous inte´resser plus spe´cialement a`
la mode´lisation de situations ou` le choix de chaque individu de´pend de pre´fe´rences
qui lui sont propres mais est aussi influence´ par le choix des autres, comme par
exemple :
– choisir tel logiciel plutoˆt que tel autre pour pouvoir be´ne´ficier de l’expe´rience de
ses voisins qui font le choix du meˆme logiciel ;
– voir un film plutoˆt qu’un autre, pour aller au cine´ma avec des amis plutoˆt que
seul ;
– acheter un te´le´phone portable meˆme si on n’appre´cie pas trop ce mode (entre
autres couˆteux) de communication, pour pouvoir rester en contact avec sa tribu ;
– aller a` une confe´rence au prix d’inscription e´leve´ du fait de la perspective d’y
rencontrer des colle`gues e´minents ;
– de´passer la limitation de vitesse sous pre´texte que les autres le font ; etc.
Un des cas les plus simples est celui de´crit par Schelling, dans son mode`le du
✓ Se´minaire mourant ✔, mode`le de´veloppe´ ensuite par Granovetter pour de´crire la
formation d’e´meutes.
3. LE SE´MINAIRE MOURANT
Conside´rons la situation suivante, analyse´e par Schelling [1978] : une communaute´ de
N chercheurs tre`s inte´resse´s par un sujet nouveau, de´cide d’organiser un se´minaire
tous les samedis, jour peu propice mais ou` personne n’a d’empeˆchement de principe.
Est-ce que ce se´minaire aura du succe`s au cours du temps, ou va finir par disparaˆıtre
par manque d’assistants ? Schelling suppose que chaque individu posse`de un seuil ou
masse critique, de´note´ ni : il n’assistera au se´minaire que si cette masse critique de
participants est atteinte. Ainsi, compte tenu du nombre de participants du samedi
pre´ce´dent, n(t − 1), il de´cide d’assister seulement si ce nombre est supe´rieur ou
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e´gal a` son seuil. Le re´sultat de cette dynamique de´pend a priori des valeurs des
seuils {ni, i = 1, ..., N}. En fait, il ne de´pend qualitativement que de la forme de la
distribution de ces seuils, et on peut distinguer essentiellement trois cas, illustre´s sur
la Figure 1. Conside´rons d’abord sur cette figure la courbe la plus haute, A. Cette
courbe donne un exemple de distribution cumule´e des seuils : pour chaque valeur de
n en absisse, on a porte´ en ordonne´e la fraction d’individus η = F (n) dont le seuil ni
est au plus e´gal a` n. Ainsi NF (0) est le nombre d’individus qui sont satisfaits d’aller
au se´minaire meˆme s’ils s’y retrouvent seuls, NF (1) est le nombre d’individus qui
participent au se´minaire meˆme s’il n’y a pas plus d’un participant en plus d’eux-
meˆmes, etc. On peut avoir F (N) < 1 si pour certains chercheurs ni > N : ceux la`
n’iront jamais au se´minaire, le groupe complet e´tant trop petit pour eux. Supposons
maintenant qu’au tie`me samedi un certain nombre n(t) est pre´sent au se´minaire.
Tous ceux pour qui n(t) ≥ ni iront au se´minaire en t+ 1, autrement dit
n(t+ 1) = NF (n(t)). (1)
L’ite´ration de cette dynamique, qu’on peut re´aliser graphiquement comme sur la
Figure 2, va conduire a` un point fixe, un e´tat stable, pour une certaine valeur n∗
ve´rifiant
n∗ = NF (n∗) (2)
et qui est donc l’un des points d’intersection de la courbe η = F (n) avec la droite
η = n/N . Dans le cas A de la Figure 1 , les courbes η = F (n) et η = n/N ne se
coupent qu’en un point, pour une valeur e´leve´e de n : l’assistance au se´minaire se
stabilise avec une forte participation.
Dans le cas B, on a e´galement un seul point fixe, avec n∗ petit : le se´minaire est
quasi mourant, l’assistance reste tre`s faible.
Le cas interme´diaire C est le plus inte´ressant : la courbe η = F (n) coupe trois
fois la droite η = n/N . Comme le montre l’ite´ration de la dynamique illustre´e
graphiquement dans ce cas, sur la Figure 3, selon le nombre de participants lors
du premier se´minaire, l’assistance va soit converger vers le point fixe bas (se´minaire
mourant), soit converger vers le point fixe haut (forte participation). L’intersection
des deux courbes a` une valeur interme´diaire de n correspond a` un point fixe instable
(toute de´viation de ce point conduit a` converger vers l’un des deux points fixes
stables). On a donc coexistence de deux e´quilibres stables.
On a de´ja` ici quelques proprie´te´s essentielles d’une dynamique collective : la
population peut adopter un comportement stable avec des choix individuels qui
de´pendent eux-meˆmes des choix des autres. On peut avoir plusieurs e´tats stables, et
la dynamique va conduire le groupe vers tel ou tel e´quilibre stable en fonction des
conditions initiales.
Conside´rons maintenant l’e´volution du comportement du groupe (se´minaire mort
ou vivant) lorsque pour une raison quelconque la distribution des seuils individuels
change. Par exemple, supposons qu’on parte d’une situation de type B, avec un e´tat
stable correspondant a` un se´minaire avec presque pas de participants. Imaginons
que l’inte´reˆt pour le the`me du se´minaire augmente, de sorte que tous les seuils de la
plupart des chercheurs diminuent : de`s lors la courbe η = F (n) ✓ monte ✔ (dans la
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Fig. 1. Le Se´minaire mourant. Les courbes A, B et C repre´sentent diffe´rents exemples
de distributions cumule´es F (.) des seuils de de´cision ni. Autrement dit une courbe η =
F (n) donne la fraction d’individus de´cide´s a` assister au se´minaire meˆme si le nombre de
participants n’est pas plus grand que n (0 ≤ n ≤ N).
nouvelle situation, pour un n donne´ plus de chercheurs sont preˆts a` participer), au
point qu’on peut e´ventuelement se trouver avec une courbe de type C : on a toujours
un point fixe avec une faible assistance, mais un nouveau point fixe, correspondant
a` une forte assistance, apparaˆıt brutalement. Cependant, si la dynamique du groupe
est re´gie par l’e´quation d’e´volution (1), le groupe✓ ‘ne voit pas ✔ que le se´minaire
peut renaˆıtre, et reste pie´ge´ dans l’e´quilibre bas (c’est la robustesse, ou re´silience,
mentionne´e plus haut). Si les masses critiques (ou seuils) des individus diminuent
davantage, a` un moment on va tout a` coup passer a` une situation de type A : le
point fixe bas disparaˆıt, et la dynamique conduit tre`s rapidement le groupe au point
fixe haut, le seul qui soit maintenant stable.
Si maintenant au contraire l’inte´reˆt pour le sujet diminue, de sorte que les seuils
individuels augmentent, on va repasser a` une situtation de type C, avec re´-apparition
soudaine du point fixe bas, puis a` une situation de type B, avec uniquement le point
fixe bas. Mais de manie`re syme´trique a` la discussion pre´ce´dente, ce n’est que lorsque
le point fixe haut disparaˆıt (C → B) que le groupe quitte le point fixe haut pour le
point fixe bas. On a un exemple de phe´nome`ne d’hysteresis du fait de la coexistence
entre deux e´quilibres stables.
Les passages A↔ C ou B ↔ C sont des analogues de transitions de phases dans
les syste`mes physiques :
– le comportement collectif est caracte´rise´ par un ✓ parame`tre d’ordre ✔ (ici la frac-
tion des chercheurs qui assistent au se´minaire) ; dans des cas plus complexes le
parame`tre d’ordre peut eˆtre un objet multi-dimensionnel (par exemple un vecteur),
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Fig. 2. Le Se´minaire mourant. L’e´volution de l’assistance au se´minaire peut se de´crire a`
l’aide de la courbe η = F (n). Sur cet exemple - correspondant aux types A et B de la
figure (1) -, l’intersection unique avec la diagonale η = n/N donne la fraction d’individus
qui assisteront re´gulie`rement au se´minaire (point fixe stable de la dynamique).
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Fig. 3. Le Se´minaire mourant. Exemple correspondant au type C de la figure (1) : la
dynamique a deux points fixes stables, l’un avec tre`s peu de participants (se´minaire ‘mort’),
l’autre avec une forte assistance.
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voire une distribution de probabilite´ [Me´zard, Parisi, Virasoro, 1987] ;
– on peut de´finir un petit nombre de ✓ phases ✔, c’est-a`-dire de re´gimes ou` le pa-
rame`tre d’ordre pre´sente un comportement qualitativement similaire (ici une phase
avec un se´minaire quasi-mort, une phase avec un se´minaire vivant, et un re´gime avec
co-existence de ces deux phases) ;
– les transitions d’une phase a` une autre peuvent se faire avec une variation continue
du parame`tre d’ordre (on parle alors de transition du 2nd ordre), ou comme c’est
le cas ici de manie`re discontinue (on parle alors de transition du 1er ordre) : le
parame`tre d’ordre a une discontinuite´ (ici, par exemple, le nombre de participants
saute d’une valeur basse a` une valeur haute) lorsqu’on passe d’une phase a` l’autre.
Une remarque cependant. Nous avons conside´re´ une dynamique de´terministe des
individus. Pour une dynamique stochastique (les agents de´cidant de venir avec une
probabilite´ d’autant plus grande que le nombre de participants est plus grand que
leur seuil ni), les conclusions seraient qualitativement les meˆmes que dans le cas
de´terministe a` la condition d’avoir un tre`s grand nombre d’agents (N →∞). Pour
un petit nombre d’individus, en dynamique stochastique, la proportion de partici-
pants, η(t) = n(t)/N , est une variable ayant de fortes fluctuations d’un instant t
a` l’autre. Dans la limite N → ∞, un ‘ordre’ apparaˆıt, η(t) = n(t)/N devenant un
nombre quasi constant (avec des fluctuations d’ordre 1/
√
N). On parlera de ✓ phe´-
nome`ne collectif ✔ a` chaque fois qu’un tel ordre (✓macroscopique ✔) apparaˆıt malgre´
le ✓ bruit ✔ au niveau (✓ microscopique ✔) des individus. C’est dans cette limite des
grands syste`mes, en pre´sence de fonctions de choix stochastiques, que l’analogie avec
la physique prend tout son sens. Fo¨lmer [1974] a e´te´ sans doute le premier a` forma-
liser une notion d’e´quilibre e´conomique pour des agents en interaction, directement
inspire´e de l’e´quilibre d’un syste`me physique.
De manie`re analogue, l’existence d’he´te´roge´ne´ite´s (dans le cas du Se´minaire, le
fait que les seuils des agents ni ne soient pas identiques) ne permet pas de pre´-
dire grand chose dans le cas d’un petit nombre d’agents. Dans la limite N → ∞,
on va de nouveau trouver ✓ un ordre ✔, les quantite´s d’inte´reˆt prenant des valeurs
✓ presques suˆres ✔, qui ne de´pendent que de la distribution de probabilite´ des va-
riables he´te´roge`nes et non pas de la re´alisation particulie`re des ces variables dans
la population – et c’est tre`s exactement ce que nous avons vu ci-dessus dans le cas
du Se´minaire mourant. On va trouver la` encore des liens potentiellement promet-
teurs avec la physique statistique, celle des ✓ syste`mes de´sordonne´s ✔ (autrement
dit fortement he´te´roge`nes) qui sont l’objet de nombreuses e´tudes expe´rimentales et
the´oriques depuis plus de vingt ans [Me´zard, Parisi, Virasoro, 1987], [Talagrand,
2003].
La discussion de cette section peut eˆtre reprise et de´veloppe´e avec un point de
vue e´conomique plutoˆt que sociologique, ce que nous faisons ci-apre`s, en discutant
un mode`le qui permet de mettre davantage en e´vidence les liens entre mode`les e´co-
nomiques et mode`les de la physique statistique des syste`mes de´sordonne´s, et de
discuter ainsi l’apport potentiel de la physique a` l’analyse des phe´nome`nes collectifs
en sciences e´conomiques et sociales.
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4. CHOIX DISCRETS AVEC EXTERNALITE´S
4.1. cadre ge´ne´ral
Nous nous plac¸ons dans le cadre ge´ne´ral de la the´orie des choix discrets, en nous
limitant au cas de choix binaires (✓ acheter/ ne pas acheter ✔, ✓ coope´rer/ trahir ✔,
✓ participer/ne pas participer ✔...), en pre´sence ✓ d’externalite´s ✔ : l’utilite´ pour un
agent de´pend du choix d’autres agents. De manie`re plus pre´cise :
– Nous conside´rons une population de N agents (i = 1, 2, . . . , N , N >> 1) ;
– Chaque agent i doit faire un choix, note´ ωi. Ce choix correspond a` la de´cision
d’effectuer (ωi = 1) ou non (ωi = 0) une certaine action, comme par exemple acheter
ou non un produit – auquel cas nous conside´rons un marche´ avec un seul produit
homoge`ne, vendu a` l’unite´, par un seul vendeur (situation de monopole).
– Le couˆt du choix ωi = 1 est P : prix d’une unite´ du bien mis en vente, e´quivalent
mone´taire du risque associe´ au passage a` l’acte, etc. Dans certaines situations, P
est ne´gatif : −P est alors un gain, comme par exemple la subvention accorde´e par
un gouvernement aux entreprises i qui acceptent d’adopter une mesure (ωi = 1)
destine´e a` re´duire la pollution.
– Chaque agent a des pre´fe´rences Hi qui lui sont propres (idiosyncratiques) ; plus
Hi est grand, plus la volonte´ de faire le choix ωi = 1 est grande. Dans le cas du
marche´, c’est le prix de re´serve de l’agent : l’agent ache`te si le prix P est au plus
e´gal a` Hi. Cette variable Hi peut eˆtre ne´gative pour certains agents, au quel cas
| Hi | s’interpre`te comme la somme minimale qu’il faut donner a` l’agent pour qu’il
accepte de prendre la de´cision ωi = 1 (voir l’exemple des incitations aux entreprises
mentionne´ ci-dessus). La variable Hi peut aussi s’interpre´ter comme quantifiant une
information prive´e de l’agent i, biaisant son choix en faveur (Hi > 0) ou contre
(Hi < 0) l’adoption.
– La situation est plus inte´ressante (et certainement plus re´aliste) si l’on tient compte
des influences sociales. On suppose donc que le choix de chaque agent est influence´
par celui des autres, ou, plus ge´ne´ralement, s’il n’a pas acce`s a` cette information,
par ses croyances ω̂ij sur le choix d’autres agents j ∈ ν(i), ou` ν(i) de´signe le sous
ensemble d’agents ayant une influence sur i (voisins, amis, colle`gues,...). Le poids de
l’influence de j sur i est de´note´ Jij : le prix de re´serve de l’agent i est augmente´ de Jij
si ω̂ij = 1. Toutes les situations e´voque´es jusqu’ici concernent des effets de diffusion
et de mime´tisme, c’est-a`-dire des cas avec influences positives : Jij ≥ 0. Cependant
dans d’autres cas les Jij peuvent aussi bien eˆtre positifs que ne´gatifs (vous ne voulez
pas aller au se´minaire avec certains de vos colle`gues, un jeune voudra adopter la
meˆme attitude vestimentaire que ses amis mais surtout pas celle de ses parents,
etc.).
– Finalement nous pouvons e´crire le surplus Vi obtenu par l’agent i s’il adopte
(ωi = 1), comme :
Vi[{ω̂ij, j ∈ ν(i)}] = Hi +
∑
j∈ν(i)
Jij ω̂
i
j − P (3)
et l’agent i, s’il est rationnel, adopte si Vi > 0. Autrement dit l’agent prend la
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de´cision ω∗i ∈ {0, 1} qui maximise l’utilite´ :
Ui[ωi|{ω̂ij, j ∈ ν(i)}] = ωi Vi (4)
ω∗i = argmax
ωi
Ui[ωi|{ω̂ij, j ∈ ν(i)}]. (5)
Limitons nous a` l’analyse des e´quilibres du mode`le dans lesquels on aura ade´-
quation des attentes avec les choix re´alise´s :
∑
j∈ν(i)
Jij ω̂
i
j =
∑
j∈ν(i)
Jij ωj, pour tout i (6)
On a donc :
Ui[ωi|{ωj, j 6= i}] = ωi [ Hi +
∑
j∈ν(i)
Jij ωj − P ] (7)
et les choix optimaux sont solutions de :
ω∗i = argmax
ωi
Ui[ωi|{ω∗j , j 6= i}], , i = 1, ..., N. (8)
Un tel e´quilibre sera potentiellement atteint si on conside`re une dynamique si-
milaire a` celle vue dans le cas du Se´minaire mourant : a` chaque instant t tout agent
i a acce`s a` l’information comple`te sur les choix des autres, et par un comportement
✓ myope ✔ (car il n’a pas besoin d’anticipation), il prend pour faire son choix a`
l’instant t + 1, ω̂ij(t + 1) = ωj(t). Mais ces conditions (7, 8) sont aussi d’inte´reˆt
plus ge´ne´ral, caracte´risant tous les e´quilibres possibles conformes aux attentes des
agents. De fait les conditions (8) de´finissent les e´quilibres de Nash du syste`me. Pour
une pre´sentation plus comple`te, voir [Phan, Gordon, Nadal, 2004].
4.2. main tremblante et bruit thermique
Du point de vue psychologique [Thurstone, 1927], on peut envisager aussi que si
les agents doivent faire des choix re´pe´te´s, leurs de´cisions suivent des re`gles non
de´terministes. Pour les e´conomistes, l’agent, meˆme rationnel, peut avoir ✓ la main
tremblante ✔ : il lui arrive alors de prendre une mauvaise de´cision, soit par erreur
ou pour tester ses conse´quences. Formellement, l’individu fait un choix stochastique
dans lequel il choisit ωi = 1 avec une probabilite´ d’autant plus grande que Vi est
plus grand. Ceci peut par exemple se formaliser avec la fonction de choix ✓ logit ✔ :
Prob(ωi = 1) =
1
1 + exp−Vi/T (9)
Pour T → 0, on retrouve la de´cision de´terministe correspondant a` l’e´quation (8).
Cette forme particulie`re peut se justifier avec un point de vue d’infe´rence statis-
tique, car l’utilite´ de´pend d’une estimation de ce que d’autres agents vont faire.
La re`gle de de´cision (9) peut s’interpre´ter comme le re´sultat d’un compromis ex-
ploration/exploitation [Nadal, Weisbuch, Chenevez, Kirman, 1998] : lorsque le gain
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d’une action n’est pas connu exactement, l’agent doit soit exploiter ce qu’il sait de´ja`
(prendre la de´cision qui maximise l’utilite´ espe´re´e), soit explorer (prendre une autre
de´cision pour avoir la possibilite´ de re´viser ses croyances).
La forme particulie`re (9) est d’emploi fre´quent en the´orie e´conomique. Elle per-
met de faire en outre une analogie avec la physique, dans laquelle T est la tem-
pe´rature du syste`me conside´re´. Une notion d’e´quilibre cohe´rente avec la re`gle de
de´cision (9) est alors, ne´cessairement, de´finie par un e´tat stationnaire (une mesure
invariante). Dans le cas ou` les influences sociales sont syme´triques (Jij = Jji pour
toute paire de voisins i, j, avec e´videmment Jii = 0 – on ne s’influence pas soi meˆme !
–), cet e´quilibre est l’analogue de l’e´quilibre thermodynamique a` la tempe´rature T ,
pour lequel on a :
Prob(~ω ≡ {ωi, i = 1, ..., N}) = 1
Z
exp(−E[~ω] / T ) (10)
ou` ~ω ≡ (ω1, ω2, . . . , ωN) – dont les composantes sont les de´cisions des agents – de´crit
l’e´tat du syste`me, Z est une constante de normalisation et E, analogue d’une e´nergie
en physique, est de´fini par :
E[~ω] = −
∑
i
ωi (Hi − P ) − 1
2
∑
ij
Jij ωiωj (11)
Clairement, les configurations ~ω les plus probables a` l’e´quilibre stationnaire sont
celles de plus basse ✓ e´nergie ✔. Dans le cas de´terministe (limite T → 0) les confi-
gurations correspondant a` des e´quilibres de Nash (8) sont pre´cise´ment celles qui
minimisent ✓ l’e´nergie ✔ E. Il est inte´ressant de noter que :
1. l’optimisation d’un crite`re global (minE[~ω]) peut re´sulter de choix individuels
interde´pendants mais non coordonne´s ;
2. na¨ıvement on aurait puˆ s’attendre a` ce que la quantite´ optimise´e au niveau
collectif soit l’utilite´ globale U , de´finie par :
U ≡
∑
i
Ui =
∑
i
ωi (Hi − P ) +
∑
i,j∈ν(i)
Jij ωiωj, (12)
auquel cas on aurait eu U = −KE, avec K une constante de proportionalite´
positive (K > 0). Or, comme le montre l’expression (11), ceci n’est pas le cas,
sauf dans les cas tre`s particuliers d’absence d’interactions (Jij = 0 pour tout
i, j) ou si Hi − P = 0 pour tout i.
3. l’e´quilibre de´crit par (10) est proche, mais diffe´rent, de ce qui s’appelle en
e´conomie le ✓ Quantal Response Equilibrium ✔ (QRE) [McFadden, 1976]. Ce
dernier correspond a` supposer que les agents de´cident de manie`re probabiliste
avec une loi similaire a` (10), mais avec dans l’exponentielle l’espe´rance de leurs
gains. De ce fait, QRE est similaire a` ce qu’on obtiendrait en remplac¸ant (10)
par une approximation de type ✓ champ moyen ✔.
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4.3. mode`les d’Ising et choix discrets
Les mode`les dits d’Ising repre´sentent une large classe de syste`mes, dont le plus simple
est celui introduit initialement par Ising pour de´crire le phe´nome`ne du ferromagne´-
tisme : dans certains mate´riaux, les moments magne´tiques quantiques, ou ✓ spins ✔,
des atomes sont sujets a` des interactions positives entre atomes voisins, aboutis-
sant a` tempe´rature suffisament basse a` aligner un ensemble macroscopique de spins,
d’ou` une aimantation observable – autrement dit le mate´riau se comporte comme
un aimant. La nature quantique des moments magne´tiques individuels fait qu’il est
suffisant, dans une approche tre`s simplifie´e, de ne conside´rer que l’orientation Si du
spin d’un atome i selon un axe : Si = +1 (✓ vers le haut ✔) ou Si = −1 (✓ vers le
bas ✔). Cette variable d’Ising Si est l’analogue de la variable de choix discret, et on
passe du formalisme e´conomique ωi ∈ {0, 1} au formalisme physique Si ∈ {−1,+1}
par un simple changement de variable, Si = 2ωi − 1. Les interactions entre spins
sont repre´sente´es par des poids Jij = Jji syme´triques en raison du principe d’action
et re´action. Hi est un champ magne´tique local qui est soit applique´ de l’exte´rieur du
mate´riau (alors ge´ne´ralement on a Hi = H pour tout i), soit produit par des ions
magne´tiques distribue´s au sein meˆme du mate´riau (dans ce cas le champ Hi peut
varier d’un site a` l’autre).
Dans le cas de choix discrets non binaires (ωi ∈ {0, 1, 2, ..., Q − 1}), on trouve
encore un analogue en physique, les ✓ mode`les de Potts ✔ a` Q e´tats, ge´ne´ralisation
des mode`les d’Ising. L’essentiel des proprie´te´s seront similaires a` celles des syste`mes
a` choix binaires, avec des diffe´rences qu’on ne discutera pas ici. La classe ge´ne´rale
de tous ces mode`les est aussi e´tudie´e par les mathe´maticiens qui, pour travailler
en dehors de tout contexte physique, l’ont rebaptise´e ✓ Champs de Markov ale´a-
toires ✔ (Random Markov Fields [Kindermann, Snell, 1980]) – ou` champ de´signe ici
les variables d’e´tat Si –, l’ale´a – le bruit thermique du point de vue physique – re´-
sultant de la re`gle de choix stochastique (9). Dans son travail de pionnier, Fo¨llmer
[1974] a utilise´ le langage des Champs de Markov ale´atoires pour e´tudier un e´quilibre
e´conomique de´fini de manie`re analogue a` (10).
Reprenons notre mode`le de´fini par les utilite´s (7). Suivant les diffe´rents contextes
dans lesquels ils sont e´nonce´s, ces mode`les supposent diffe´rents degre´s de connais-
sance de la part du mode´lisateur. Pour une population de grande taille, il est le´gitime
de conside´rer que celui-ci ne connaˆıt pas les valeurs particulie`res des pre´fe´rences idio-
syncratiques Hi mais peut pre´ciser la distribution de celles-ci dans la population :
on pourra alors conside´rer que les {Hi, i = 1, ..., N} sont N variables ale´atoires in-
de´pendantes de meˆme loi ρ(.), laquelle est suppose´e connue. Notre mode`le est alors
un exemple de ✓mode`le a` utilite´ ale´atoire ✔ (Random Utility Model, RUM [Manski,
1977], [McFadden, 1976]) avec externalite´s. Mais cette famille de mode`les a aussi
des analogues en physique des syste`mes magne´tiques. Ainsi, pour des interactions
homoge`nes, le RUM avec externalite´s est l’analogue du ✓ mode`le d’Ising en champ
ale´atoire ✔ (Random Field Ising Model, RFIM [Galam, Aharony, 1980], [Sethna et
al, 1993]). Une situation avec pre´fe´rences idiosyncratiques homoge`nes (Hi = H pour
tout i), mais interactions he´te´roge`nes, est l’analogue des mode`les de ✓ verres de
spins ✔ (Ising spin models) [Me´zard, Parisi, Virasoro, 1987].
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Meˆme si l’ensemble des connaissances accumule´es sur ces syste`mes est conse´-
quent, l’analyse comple`te de tels mode`les reste, en ge´ne´ral, tre`s difficile, y com-
pris dans le cas de syste`mes homoge`nes. Ainsi, conside´rons le cas particulier de
spins/agents sur un re´seau re´gulier a` maille carre´e en 2 dimensions, avec interac-
tions uniquement entre plus proches voisins et homoge`nes (Jij = J > 0 pour i, j
premiers voisins sur le re´seau et 0 sinon), et un champ exte´rieur homoge`ne, Hi = H :
l’analyse exacte du mode`le n’est faite que pour H = 0, et repre´sente un tour de force
du physicien Onsager [1944]. La situation la plus simple a` analyser est celle, dite
de ✓ champ moyen ✔, d’un voisinage global, c’est-a`-dire ou` tout agent interagit avec
tout autre agent. Mais cette simplicite´ n’existe pratiquement que pour les cas d’in-
teractions homoge`nes (Jij = J > 0 pour toute paire i, j). L’e´tude de syste`mes
avec interactions he´te´roge`nes, meˆme avec un voisinage global, est en ge´ne´ral d’une
grande complexite´, sujet de travaux majeurs en physique the´orique et mathe´matique
[Me´zard, Parisi, Virasoro, 1987], [Talagrand, 2003].
L’un des enseignements de ces travaux est la pertinence de la distinction entre
un ale´a des choix duˆ aux he´te´roge´ne´ite´s des parame`tres (les Hi et/ou Jij), et un ale´a
duˆ a` la nature probabiliste des choix des agents, comme celui de´fini en (9). Ainsi,
supposons une population homoge`ne (pour tout i, Hi = H et Jij = J pour tout j
voisin de i), avec pour chaque agent la prise de de´cision selon (9). Un observateur
constatera a` un instant donne´, une fois que l’e´quilibre stationnaire du syste`me est
atteint, une certaine distribution des choix non homoge`ne, refle´tant simplement la
loi de probabilite´ (9).
A` premie`re vue, cet e´tat ne sera pas distinguable de l’e´tat d’e´quilibre qu’on obser-
vera pour une population d’agents rationnels (choix de´terministes) avec les meˆmes
interactions homoge`nes, mais des dispositions a` adopter Hi he´te´roge`nes, distribue´es
dans la population selon une loi de type ✓ logit ✔, Prob(Hi−H < z) = 11+exp−βz , avec
H la valeur moyenne des Hi dans la population et β = 1/T . Cependant, l’ale´atoire
spatial (he´te´roge´ne´ite´ des pre´fe´rences des agents) et l’ale´atoire temporel (choix ale´a-
toire a` chaque instant) induisent au niveau collectif des effets diffe´rents, aussi bien
suˆr la de´termination des e´quilibres que sur la dynamique [Me´zard, Parisi, Virasoro,
1987], [Sethna et al, 1993]. Dans les situations les plus simples (voisinage global pour
les interactions), on pourra avoir le meˆme ensemble d’e´quilibres possibles, mais meˆme
dans ce cas la mesure de Boltzmann-Gibbs (10) donne des probabilite´s d’observa-
tion des e´quilibres diffe´rentes dans les deux cas, rendant meˆme certains e´quilibres
inobservables dans la limite N →∞.
Par analogie avec des proce´de´s physiques, on parle d’un de´sordre ✓ gele´ ✔ (quen-
ched) pour de´signer l’he´te´roge´ne´ite´ de parame`tres, lorsque celle-ci est donne´e une
fois pour toute, et de variables ✓ recuites ✔ (annealed), ou de variables ✓ thermali-
se´es ✔, pour des parame`tres qui participent a` la dynamique au meˆme titre que les
variables d’e´tat ωi.
5. QUI SE RESSEMBLE S’ASSEMBLE
Conside´rons maintenant un cas particulier de mode`le de choix discrets, propose´ par
Robert Axelrod en 1984 afin de mode´liser la formation d’alliances, de coalitions,entre
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nations ou entre firmes [Axelrod, 1997]. Dans ce cas les agents n’ont pas d’a priori
individuel sur la de´cision a` prendre (Hi = 0), et il n’y a pas de diffe´rence de couˆt
entre les deux choix possibles (P = 0). L’utilite´ d’un agent i a` faire un choix ωi est
renforce´e si d’autres agents j ayant Jij > 0 font le meˆme choix que lui. Elle est au
contraire diminue´e si Jij < 0. Il s’agit alors simplement pour les agents de de´cider
a` quel groupe adhe´rer parmi les deux regroupements possibles, ceux qui choisissent
ωi = 1 (groupe A) ou ceux choississant ωi = 0 (groupe B), en fonction de leurs
affinite´s respectives.
Dans le cas de nations, Axelrod suppose que les affinite´s Jij de´pendent de cri-
te`res e´conomiques, historiques, culturels. Par exemple, des conflits passe´s entre deux
nations i et j apportent une contribution ne´gative a` leur affinite´ Jij, une religion
dominante commune y contribue de manie`re positive, etc. Ainsi chaque affinite´ Jij,
qui peut eˆtre calcule´e comme la somme de ces termes pour certains positifs, pour
d’autres ne´gatifs, quantifie le biais en faveur (Jij > 0) ou contre (Jij < 0) la parti-
cipation de deux pays i et j a` une meˆme alliance.
Par construction, ces affinite´s sont syme´triques, Jij = Jji, de sorte que les e´qui-
libres (de Nash) sont les minima de ✓ l’e´nergie ✔ (11), qui s’e´crit ici :
E[~ω] = − 1
2
∑
ij
Jij ωiωj (13)
Dans l’espace ~ω de toutes les configurations (coalitions) possibles, on a un paysage
d’e´nergie, et les fonds de valle´e (les minima) donnent les coalitions d’e´quilibre. Pour
cette raison Axelrod parle de ✓ landscape theory ✔.
Axelrod applique ce mode`le a` l’analyse de la formation de coalitions juste avant
la seconde guerre mondiale, et obtient des re´sultats assez convaincants. Se fondant
sur des donne´es correspondant aux anne´es 1936-1939 pour calculer les Jij, il ob-
tient deux minima relatifs. L’un correspond presque exactement aux alliances qui
se sont effectivement re´alise´es au de´but de la guerre, et l’autre donne une alliance
de la plupart des pays contre la Russie : une partition qui, quoique non re´alise´e,
avait effectivement une certaine plausibilite´. Cette seconde solution apparaˆıt comme
un minimum moins profond que la premie`re, et disparaˆıt avant 1939, le minimum
correspondant aux alliances re´alise´es historiquement se creusant a` l’approche de la
guerre. Des variantes de ce mode`le ont e´te´ discute´es plus re´cemment [Florian, Galam,
2000], [Cont, Lo¨we, 2003].
En formulant son mode`le Axelrod s’inspire de manie`re ge´ne´rale de la physique
(notion d’e´quilibre de´finie par le minimum d’une e´nergie), mais aussi plus spe´cifi-
quement – pour ce qui est de la manie`re de construire les parame`tres d’interaction
Jij – d’un mode`le de re´seaux de neurones propose´ en 1982 par le physicien J. J.
Hopfield [Hopfield, 1982], dans le but de rentre compte du characte`re associatif de la
me´moire humaine. Dans cette autre analogie, on conside`re un re´seau de N (>> 1)
neurones de´crits de manie`re sche´matique (✓ neurones formels ✔). Plus pre´cise´ment,
chaque neurone i peut eˆtre soit actif (ωi = 1), soit inactif (ωi = 0) ; l’activite´ d’un
neurone j contribue a` faciliter ou au contraire inhiber l’activite´ d’un neurone i selon
que l’influence entre i et j, ✓ l’efficacite´ synaptique ✔ Jij, est positive ou ne´gative.
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Si a` l’instant t les activite´s neuronales sont ~ω(t) = {ωi(t), i = 1, .., N}, dans le
cas d’une dynamique de´terministe le neurone i passe dans l’e´tat actif ωi(t + 1) = 1
si
∑
j Jij ωj(t) > θi, ou` θi = −Hi est le seuil d’activation du neurone i. A` partir
d’une configuration d’activite´s initiale (impose´e par un stimulus), le re´seau e´volue
vers une configuration d’e´quilibre, qui est un minimum de l’e´nergie (11) (avec ici
P = 0). La configuration d’activite´s ainsi atteinte est la re´ponse du re´seau a` la
pre´sentation du stimulus : c’est l’e´tat d’e´quilibre (ou stationnaire) qui lui est associe´
a` la suite de l’e´volution dynamique. En choisisant bien les poids synaptiques (ce
qui re´sulte the´oriquement d’un apprentissage), les minima de l’e´nergie seront des
configurations d’activite´s codant ce que l’on souhaite me´moriser, configurations qui
pourront ainsi eˆtre rappele´es, e´voque´es, par la pre´sentation de stimuli qui leurs sont
associe´s (me´moire associative). Ce mode`le et ses variantes a fait l’objet d’importantes
e´tudes depuis vingt ans, tout d’abord en physique statistique (cf. par exemple [Amit,
1989]) et plus re´cemment en mathe´matiques [Talagrand, 2003].
Le mode`le d’interactions sociales d’Axelrod a e´te´ repris dans [Cont, Lo¨we, 2003]
dans la limite d’un tre`s grand nombre d’agents, pour caracte´riser plus finement ses
proprie´te´s a` la lumie`re de l’ensemble des re´sultats obtenus sur le mode`le de Hopfield.
Explicitons plus pre´cise´ment le mode`le, avant de pre´senter les principaux re´sultats.
On suppose que l’on peut e´tablir les degre´s d’affinite´ Jij entre agents sur la base
d’un ensemble de M crite`res. Pour simplifier, on se limite a` des crite`res binaires.
Par exemple : crite`re 1 ≡ fumeur/non fumeur, crite`re 2 ≡ junior/senior, crite`re
3 ≡ pour/contre la constitution europe´enne, ... L’affinite´ entre une paire d’agents i
et j, Jij, est la diffe´rence entre le nombre de crite`res sur lesquels ils sont d’accord,
moins le nombre de crite`res sur lesquels ils diffe`rent. On voit donc que si deux in-
dividus diffe`rent sur plus de crite`res qu’ils ne co¨ıncident, Jij < 0. Maintenant la
population doit se scinder en deux groupes (ωi = 1 pour le groupe A, ωi = 0 pour
le groupe B), et chacun a` titre individuel souhaite se retrouver dans le groupe qui
va maximiser son affinite´ totale, qui n’est autre que l’utilite´ (7) avec Hi = P = 0.
Ceci va conduire, comme explique´ plus haut, a` une partition de la population (une
configuration des choix ~ω) qui est un minimum de l’e´nergie (13). Le fait meˆme qu’il
existe une grande he´te´roge´ne´ite´ des interactions, avec un me´lange de poids positifs et
de poids ne´gatifs, conduit a` l’existence d’un grand nombre d’e´quilibres. Si l’on consi-
de`re une population de taille importante, on s’aperc¸oit qu’il est naturel de prendre
comme parame`tre le nombre de crite`res d’affinite´ rapporte´ a` la taille de la popu-
lation : formellement on conside`re la limite N → ∞ a` α ≡ M/N fixe´. Dans cette
limite asymptotique, les e´quilibres possibles peuvent eˆtre caracte´rise´s de manie`re in-
te´ressante par leurs corre´lations avec les crite`res utilise´s pour construire les affinite´s.
Ainsi, sous des hypothe`ses concernant la distribution des crite`res dans la population
que nous n’expliciterons pas comple`tement ici, on peut distinguer essentiellement
deux re´gimes. Pour α < αc ∼ 0.14 les minima les plus importants correspondent
a` partitionner la population selon un et un seul crite`re : chaque individu maximise
son utilite´ si la population ✓ choisit ✔ de se focaliser sur l’un quelconque des M
crite`res (par exemple, les fumeurs d’un cote´, les non fumeurs de l’autre). Ce choix
collectif peut re´sulter d’une dynamique, telle celle e´voque´e plus haut (dynamique
✓myope ✔, dans laquelle chaque agent re´vise son choix a` chaque instant en fonction
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de ce qu’il observe) : il n’est pas ne´cessaire d’avoir coordination explicite. Ce sont
les conditions initiales qui de´termineront le crite`re particulier sur lequel se focalisera
le groupe. Si au contraire α > αc, les e´tats d’e´quilibre n’ont plus de corre´lations
mesurables avec les M crite`res : dans toute partition optimale (e´quilibre de Nash)
on aura dans chaque groupe un me´lange d’individus de caracte´ristiques varie´es. En
somme, si le nombre de crite`res de´terminant les degre´s d’affinite´ interpersonnelles
est suffisament grand, on aboutit collectivement a` des e´tats qu’on peut interpre´ter
comme tole´rants car les partitions en deux groupes ne sont pas uniquement de´ter-
mine´es par un seul crite`re d’affinite´ entre les personnes, meˆme si chaque individu a
des pre´fe´rences claires et bien affirme´es.
Une autre proprie´te´ importante du mode`le, de´ja` annonce´e dans les proprie´te´s
ge´ne´rales des syste`mes de grande taille, est la robustesse aux perturbations. En
particulier, si les agents prennent leurs de´cisions de manie`re non de´terministe, par
exemple selon la re`gle (9), on aura le meˆme comportement qualitatif que pour la
dynamique de´terministe, avec un seuil critique αc(T ) fonction du niveau de bruit T .
Comme αc(T ) diminue quand T augmente, des agents a` la ✓main tremblante ✔ sont
(collectivement) plus facilement tole´rants que des agents rationnels infaillibles...
6. DIAGRAMME DE PHASES DE CONSOMMATEURS SOUS INFLUENCE
SOCIALE
Voici comment pourrait re´fle´chir un adolescent face a` un article a` la mode : ✓ Je
connais le prix du produit (par exemple une paire de baskets) ; il est plus cher que
ce que je voulais payer..., mais si mes copains l’ache`tent, je l’ache`terai pour eˆtre ha-
bille´ comme eux ✔. Pour lui, l’utilite´ de l’achat inclut l’estime sociale, qui est d’autant
plus grande que ses amis sont nombreux a` acheter. Ce mode`le de consommateur sen-
sible a` l’influence sociale se formalise dans le cadre ge´ne´ral de´crit section (4.), et est
un exemple de situation avec externalite´s positives. Nous allons dans cette partie
supposer que les poids Jij sont positifs – dans le langage de la the´orie des jeux il y
a comple´mentarite´ strate´gique entre les agents. Diverses variantes de ce mode`le on
e´te´ utilise´es en sciences e´conomiques et sociales, aussi bien par des physiciens [Ga-
lam, Gefen, Shapir, 1982 ; Weisbuch, Stauffer, 2003] que des e´conomistes [Blume,
1993 ; Orle´an, 1995 ; Durlauf, 1997, 1999], ainsi que dans le cadre de collaborations
physiciens-e´conomistes – ce qui est notre cas [Gordon, Nadal, Phan, Vannimenus,
2005]. Nous allons nous limiter au cas le plus simple, et le plus discute´ dans la litte´-
rature, celui d’un voisinage global (situation de ✓ champ moyen ✔) et d’interactions
homoge`nes : pour toute paire d’agents i 6= j :
Jij =
J
N
> 0 (14)
Le coefficient J indique le poids relatif de la de´cision des autres sur l’individu i. En
revanche, les dispositions a` adopter Hi sont he´te´roge`nes. On les conside`re comme
des variables ale´atoires inde´pendantes ge´ne´re´es selon une loi de probabilite´ ρ(.).
On a donc un ensemble d’agents e´conomiques ayant des prix de re´serve idiosyn-
cratiques Hi, devant de´cider d’acheter (ωi = 1) ou non (ωi = 0) un bien unique
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Fig. 4. Diagramme de phases du consomateur pour une distribution des Hi uniforme, de
moyenne H et variance unitaire. Pour J < JB la fraction d’acheteurs dans la population, η,
est une fonction univoque deH−P et J . Pour J > JB la re´gion grise et hachure´e correspond
a` la coexistence de deux solutions, une avec une grande proportion η d’acheteurs (dans le
cas de la distribution uniforme, η = 1 : tous les consommateurs ache`tent) et l’autre avec
peu d’acheteurs (ici, η = 0).
phe´nome`nes collectifs en sciences sociales 81
propose´ au prix P . En absence d’influence sociale la de´cision est imme´diate : si
Hi > P alors i ache`te, si Hi < P , i n’ache`te pas. Sous l’influence sociale (14),
l’agent i souhaite acheter si Hi > P −Jη, et ne pas acheter sinon, η e´tant la fraction
d’acheteurs dans la population :
η =
1
N
N∑
j=1
ωj. (15)
Blume [1993] et Durlauff [1997] ont e´tudie´ les e´tats d’e´quilibre de ce syste`me, en
particulier pour une dynamique ✓ myope ✔ de meilleure re´ponse, dans laquelle les
individus prennent leurs de´cisions connaissant les de´cisions des autres, comme dans
notre exemple du Se´minaire mourant, et dans le cas particulier ou` la distribution
des Hi au sein de la population suit une loi logit de parame`tre β
Proba(Hi −H < z) = 1
1 + exp− βz , (16)
avec H valeur moyenne des Hi. β est inversement proportionnel a` la variance de la
distribution des Hi, et donne en fait l’e´chelle de mesure des grandeurs pertinentes :
les proprie´te´s du mode`le de´pendent uniquement de deux parame`tres inde´pendants,
la moyenne normalise´e de la distribution βH et la valeur normalise´e du poids de l’in-
fluence sociale βJ (de manie`re e´quivalente, on peut travailler sans perte de ge´ne´ralite´
en conside´rant β = 1). On trouve que, de´pendant de ces deux parame`tres, il peut
exister un ou deux e´quilibres, comme nous l’avons vu dans l’exemple du Se´minaire
mourant. Notons que si la distribution des Hi e´tait bimodale (avec deux maxima),
on s’attendrait a` avoir deux e´quilibres, car une telle distribution refle`terait le fait
que l’on a deux types de sous-populations : ceux qui sont preˆts a` payer cher et ceux
qui n’ache`tent que si le prix est bon marche´. Ce qui est inte´ressant ici est que les
deux e´quilibres existent aussi pour une distribution monomodale re´gulie`re comme la
logit.
Remarquons que l’hypothe`se d’interactions homoge`nes nous place de nouveau
dans la situation d’interactions syme´triques, de sorte que, comme explique´ plus
haut, section (4.2.), la dynamique myope de meilleure re´ponse converge vers les
e´tats d’e´quilibre du syste`me, c’est-a`-dire vers les minima de l’e´nergie (ou les e´tats
stationnaires a` ✓ tempe´rature ✔ T finie) du mode`le d’Ising correspondant.
Plus re´cemment nous avons montre´ [Gordon et al, 2005], [Nadal et al, 2004] que ce
mode`le de consommateurs he´te´roge`nes pre´sente en fait des proprie´te´s tre`s ge´ne´rales,
quelle que soit la distribution monomodale des Hi. Plus pre´cise´ment, il existe une
valeur JB du poids de l’influence sociale qui marque la frontie`re entre deux types de
comportements : pour J < JB, si l’on change H – la valeur moyenne des Hi – ou le
prix du produit (plus exactement, si on change la diffe´rence H−P ) continuˆment, la
fraction de consommateurs acheteurs η varie, elle aussi, continuˆment. Pour H − P
tre`s ne´gatif, η est tre`s petit ou nul, et augmente avec H − P jusqu’a` η = 1 pour
H − P → ∞. Par contre, lorsque J > JB, il existe tout un domaine de valeurs de
H − P pour lesquels le syste`me pre´sente deux e´tats d’e´quilibre possibles. Comme
dans l’exemple du Se´minaire mourant, lequel des deux sera atteint par le syste`me
de´pend des de´tails de la dynamique.
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Il est convenable de repre´senter ces proprie´te´s dans un ✓ diagramme de phases ✔,
qui permet de de´crire les caracte´ristiques du syste`me dans un plan d’abscisses J et
ordonne´es H − P . La Figure 4 en est un exemple. Il correspond a` la distribution
la plus simple, une distribution uniforme des (Hi − H) entre −a et a (a ≡
√
3),
de moyenne nulle et variance unite´. Sur la ligne J = 0 on voit que la fraction
d’acheteurs augmente lorsque le prix diminue (H − P augmente), et que quand
celui-ci est infe´rieur a` H − a (le prix de re´serve le plus petit dans la population)
tous les consommateurs ache`tent le produit. Pour 0 < J < JB, on peut voir que,
graˆce aux externalite´s, la proportion d’acheteurs atteint la saturation de 100% de
la population a` des prix d’autant plus hauts que J est grand. A` J = JB, toute
la population ache`te de`s que le prix atteint la valeur du prix de re´serve le plus
e´leve´, H + a : l’influence sociale est tellement forte que de`s qu’au moins un individu
de´cide d’acheter – celui qui a le prix de re´serve le plus grand –, il entraˆıne toute
la population ! Si J > JB, on voit sur le diagramme la re´gion de coexistence. Il est
inte´ressant de remarquer que l’e´quilibre avec un grand nombre d’acheteurs (100%
d’acheteurs pour la distribution uniforme) existe meˆme si le prix est tellement e´leve´
qu’en absence d’externalite´s aucun agent n’aurait achete´ le bien.
Remarque : on atteint la saturation η = 1 a` H −P fini parce que dans l’exemple
traite´ ci-dessus la distribution des Hi a un support fini (compact). Dans le cas
ge´ne´ral d’un support infini (comme avec la logit), on a η = 1 seulement dans la
limite H −P →∞. De manie`re plus ge´ne´rale le diagramme de phases ✓ s’adoucit ✔.
On garde des transitions nettes, comme dans le cas d’un support compact, mais dans
une meˆme phase (dans un domaine) on a des variations continues de η, qui reste
toujours strictement compris entre 0 et 1.
Au voisinage du seuil critique, JB, on a des proprie´te´s tre`s particulie`res don-
nant lieu a` des comportements ✓ universels ✔ (qui ne de´pendent pas des de´tails du
mode`le). Un travail tre`s re´cent (cf. [Michard et Bouchaud, 2005]) analyse diffe´rents
phe´nome`nes, comme l’e´volution des achats de te´le´phones portables, l’e´volution des
taux de naissances, et montre un bon accord entre les donne´es empiriques et les
pre´dictions the´oriques : si on regarde le pic de variation (du taux de vente, des taux
de naissances, et pour divers pays), la valeur maximale h du taux d’e´volution et la
largeur w du pic sont relie´es par une loi de puissance h ∼ w−κ, avec κ de l’ordre de
2/3. L’existence de cette loi de puissance et la valeur de l’exposant sont des exemples
de proprie´te´s universelles.
7. LE DILEMME DU VENDEUR
Reprenons notre mode`le de marche´ avec un seul bien et un vendeur en situation
de monopole. Cet unique vendeur cherchera a` maximiser son profit a` partir de ses
connaissances sur la demande. S’il connaˆıt les caracte´ristiques statistiques de la
population (c’est-a`-dire en particulier la distribution des dispositions a` payer Hi,
et la valeur de J), il peut calculer la demande pour tout prix fixe´ P , et donc en
principe calculer le prix P ∗ qui maximise son profit Π(P ) = (P − C)Nη(P ), ou`
C est le couˆt de production d’une unite´ du bien, et η(P ) la demande au prix P
que nous avons e´tudie´e dans la section pre´ce´dente. On peut analyser en de´tail ce
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proble`me d’optimisation [Gordon, Nadal, Phan, Vannimenus, 2005 ; Nadal, Phan,
Gordon, Vannimenus, 2004], et obtenir pour toute distribution donne´e des Hi un
diagramme de phase, cette fois du vendeur, dont un exemple est donne´ sur la figure
5. Ce diagramme partitionne l’espace des parame`tres H−C, J en domaines, chacun
e´tant caracte´rise´ par le type de strate´gie (= le choix d’un prix) optimale pour le
vendeur. Pour H suffisament ne´gatif et/ou J suffisament petit, il y a une unique
strate´gie optimale pour le vendeur, pour laquelle le nombre d’acheteurs sera faible
et le prix de vente e´leve´. De manie`re analogue, pour H suffisament grand et/ou J
suffisament grand, il y a une unique strate´gie optimale pour le vendeur, pour laquelle
le nombre d’acheteurs sera grand et le prix bas. Pour J infe´rieur a` un certain seuil
JA, on passe continuement d’une situation a` l’autre lorsque H augmente de −∞ a`
+∞. En revanche, pour J > JA, on a un domaine de l’espace des parame`tres avec
coexistence des deux strate´gies. La situation est de nouveau analogue a` celle de´crite
pour le Se´minaire mourant et pour le diagramme de phase du consommateur : on
observe une transition de phase du 1er ordre.
La possibilite´ d’une coexistence de deux solutions induit un dilemme pour le
vendeur : doit-il vendre a` prix e´leve´ a` une minorite´, ou a` prix bas au plus grand
nombre ? Si le vendeur ne connaˆıt pas avec pre´cision les parame`tres (la forme de la
distribution des Hi, les valeurs de H, J ,...), il sait ne´anmoins qu’il doit s’attendre
a` un diagramme de phase comme celui pre´sente´ ici. Graˆce a` une campagne publici-
taire, il se peut qu’il obtienne une augmentation de H (✓ c’est le produit qu’il vous
faut ✔) ou de J (✓ tout le monde l’adopte, pourquoi pas vous ? ✔). Cependant, du
fait du caracte`re discontinu de la transition, le vendeur ne dispose pas d’indicateur
lui permettant de savoir a` quel moment il peut modifier de manie`re tre`s importante
son prix pour augmenter son profit – une petite variation du prix ne produit qu’une
petite variation de la demande, mais ne permet pas de ✓ voir ✔ l’existence d’un autre
e´quilibre a` une valeur tre`s diffe´rente du prix courant.
8. DISCUSSION
Nous avons pre´sente´ divers mode`les de choix discrets avec externalite´s, qui sont
mode´lise´s avec des approches inspire´es de la physique, et plus particulie`rement du
mode`le d’Ising. Ces mode`les permettent d’aller au dela` de la conside´ration d’un agent
repre´sentatif, qui aurait le comportement moyen de la population. Ainsi, on voit que
l’effet de l’influence sociale donne lieu de manie`re ge´ne´rique a` l’apparition d’e´qui-
libres multiples. Il s’agit de conse´quences de la non line´arite´ des e´quations, qui fait
que le comportement du syste`me ne peut pas eˆtre repre´sente´ par une simple moyenne
des comportements des individus. Pour une population compose´e d’un grand nombre
d’agents, le comportement collectif est ne´anmoins bien de´fini par des variables glo-
bales (✓ parame`tres d’ordre ✔) en physique), ceci meˆme en pre´sence d’ale´a dans les
de´cisions individuelles (‘main tremblante’). On retrouve la` la possibilite´ d’un ordre
au niveau collectif, pouvant sembler re´pondre a` une logique rationnelle, mais avec
des comportements individuels tre`s he´te´roge`nes et fluctuants [Kirman, 1997].
Nous nous sommes limite´s a` des cas d’interactions globales, et nous avons sou-
ligne´ que dans le cadre de la physique, les mode`les avec des interactions locales,
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Fig. 5. Diagramme de phases du vendeur, pre´sentant les diffe´rents re´gimes de consomma-
tion au prix qui optimise son profit, pour des consommateurs correspondant au diagramme
de la Figure 4. Pour J < JB (en ge´ne´ral on aura J < JA avec JA ≤ JB, la distribution
uniforme pre´sentant une de´ge´ne´rescence), la fraction d’acheteurs η au prix optimal est une
fonction monotone croissante de H − C. Au dessus de la ligne pointille´e, dans la re´gion
hachure´e verticalement, le profit a un deuxie`me maximum relatif, a` un prix infe´rieur a`
l’optimal mais qui permettrait que tous les consommateurs ache`tent. Cependant, le profit
serait infe´rieur a` celui de l’optimum ; l’adoption globale du produit e´tant la solution op-
timale seulement dans la re´gion hachure´e horisontalement. Pour J > JB, dans la re´gion
grise hachure´e horizontalement, le profit pre´sente aussi deux maxima relatifs. Mais ici la
fraction η n’est pas univoque, et le monopoliste peut ne pas obtenir le profit escompte´,
comme c’est discute´ dans le texte.
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limite´es a` des sous-ensembles d’agents qu’on appelle ✓ voisins ✔, n’ont pas encore
rec¸u une solution ge´ne´rale. Cette difficulte´ est tre`s pertinente en physique, car les
interactions dans la matie`re ont de courtes porte´es et sont donc limite´es a` des voisi-
nages restreints. Dans les syste`mes sociaux on peut aussi rencontrer des situations
avec voisinage local, mais dans bien des cas on aura a` conside´rer un re´seau d’in-
teractions sociales assez large, et pour une bonne part ✓ ale´atoire ✔. Dans certaines
situations, chaque individu peut avoir acce`s a` des informations vraiment globales
(celles que donnent les sondages par exemple). Mais dans la majorite´ des situations
il faudrait pouvoir connaˆıtre la structure du re´seau social implique´. On sait de´ja`
depuis longtemps qu’on trouve facilement des structures de type ✓ petit monde ✔
(une majorite´ de liens locaux et une petite fraction de liens a` longue distance).
De nombreux travaux portent depuis quelques anne´es tant sur l’analyse empirique
de re´seaux sociaux que l’analyse the´orique, soit de leur formation, soit des conse´-
quences d’une telle structure sur le comportement collectif. Nous ne tenterons pas
ici de donner une bibliographie de tout ce courant de recherche – qui ne concerne
pas seulement les sciences sociales, mais aussi celles du vivant et celles des tech-
nologies de l’information – mais nous signalons ne´anmoins le travail original re´cent
de Ehrhardt et al. [2004] (collaboration entre e´conomistes et physiciens), qui e´tu-
die une dynamique couple´e de constitution d’un re´seau social et de l’adoption d’un
comportement.
Finalement, on peut remarquer que nous avons analyse´ des e´tats d’e´quilibre, et
que ceux-ci peuvent eˆtre atteints si les agents ont une information comple`te et des
comportements myopes de meilleure re´ponse. L’existence des e´quilibres (de Nash)
dans les mode`les conside´re´s dans cet article est garantie par la particularite´ que les
interactions sont syme´triques. Dans le cas d’ale´a dans les de´cisions individuelles,
une dynamique myope conduira a` un e´tat stationnaire qu’on peut la` encore comple`-
tement caracte´riser dans le cas d’interactions syme´triques (on a alors un e´quilibre
proche, mais pas identique, a` ce qui s’appelle le ✓ Quantal Response Equilibrium ✔,
QRE, en e´conomie). En absence de syme´trie, on n’a plus d’analogie exacte avec des
mode`les de physique, et surtout on ne peut plus garantir en toute ge´ne´ralite´ l’exis-
tence d’e´quilibres de Nash. Cependant, tant que les interactions ne sont pas ✓ trop ✔
dissyme´triques, des travaux effectue´s en physique et mathe´matique sur la mode´lisa-
tion de re´seaux de neurones (analogie e´voque´e dans la section 5.) sugge`rent qu’on
peut s’attendre aux meˆmes proprie´te´s qualitatives qu’avec des interactions syme´-
triques. Par contre, pour de fortes dissyme´tries, on pourra ne plus avoir d’e´quilibres
de Nash et, dans le cas d’une dynamique myope de meilleure re´ponse, une e´volution
temporelle chaotique. Ajoutons que meˆme dans le cas syme´trique, pour une dyna-
mique myope synchrone (tous les agents prenant leur de´cision en meˆme temps) on
peut avoir, en plus des points fixes, des oscillations entre deux configurations.
Il est naturellement e´galement important d’e´largir la recherche en e´tudiant les
dynamiques et les e´quilibres atteints lorsque les agents doivent anticiper les de´ci-
sions des autres pour estimer leurs utilite´s, comme indique´ par l’e´quation (4). Ceci
suppose une mode´lisation des capacite´s cognitives des agents, et de leurs capaci-
te´s d’apprentissage [Gordon, Nadal, Phan, Semeshenko, 2004]. Nous n’avons pas
aborde´ cet aspect dans cet article, mais c’est un domaine de recherches tre`s actif
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actuellement.
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